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Von 
A. HuberL 
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(Eingelangt am 29. Jgn.  1951. Vorgelegt in der Sitzung am 8. Febr. 1951.) 

Bei den oft unternommenen Versuchen, aus dem bekannten Total- 
druck eines bingren Gemisches durch graphische Integration der 
Gibbs-Duhem-Margulesschen Gleichung die Partialdrucke der beiden 
Xomponenten zu bestimmen ~, hat keiner der Autoren die singulgren 
Stellen dieser Gleichung gebiihrend beriicksichtigt und dadurch wohl 
in manchen FAllen einen Mil~erfolg herbeigefiihrt. In der Nghe einer 
singul~ren Stelle versagen ngmlich meistens alle graphischen und 
numerischen Integrationsmethoden, und man kann sich nur dutch eine 
analytische Untersuchung einen Einblick in den Verlauf der Integra]- 
kurven dort verschaffen. Es soll daher zun~chst eine auf die Bediirfnisse 
des Chemikers abgestellte Beschreibung der dabei zu berficksichtigenden 
Umst~tnde und eine Anleitung daftir gegeben werden, wie man in den 
einzelnen F~llen vorzugehen hat. Die hier nach MSglichkeit unter- 
drfickten analytischen Entwicklungen sollen in einer auch fiir einen 
mathematisch etwas geschulten Chemiker lesbaren Form in den Sitzungs- 
berichten I I  A der Math..Nat. t(lasse der 0sterr. Akad. d. Wiss. nach- 
getragen werden, wo auch hier iibergangene oder kaum erw~thnte besondere 
Fglle eingehend er5rtert werden sollen. 

I. Wir bezeichnen mit x (0--~ x ~ ]) den Molenbruch der ersten 
Xomponente eines bin~ren Gemisches, dann besteht zwischen ihrem 
Partialdruck/9 (x) und dem Totaldruck P (x) bekanntlich die Beziehung 

419 _ p ( x ) .  (1--~s) �9 P ' ( x )  - .~ / ( x ,  p). (1) 
dz p (x) - -  x .  P (x) 

1 Adresse: Wien, XVIII., Canong. 1/5. 
2 .&ltere Literatur vgl. bei A. Orlicek, ()sterr. Chemiker-Ztg. 50, 86 (1949); 

fiber die Verh~ltnisse bei einem azeotropen System siehe H. iVowotny und 
A. Orlicels, Mh. Chem. 81, 791 (1950). 
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Bedeutet ferner q (x) den Partialdruck der zweiten Komponente,  wobe~ 
also x wieder der Molenbrueh der ersten Komponente  ist, dann hut man  
wegen p + q = P analog: 

dq __ q (x) �9 x .  P" (x) (1'} 
d x  q ( x ) - - ( 1 - - x ) .  P ( x ) "  

Ftir die weiteren Ausffihrungen geniigt es, wenn wit uns auf p (x) be- 
sehr~nken und nut  gelegentlich auf q (x) hinweisen, woffir ja schon 
aus Symmetriegriinden ganz ~hnliche Ergebnisse zu erwarten sind.. 
Ferner betrachten wir den Verlauf der Integralkurven yon (1) bloB in 
dem Normalbereieh, der durch 0 ~< x --< 1 und 0 =< p ~ P (x) begrenzt 
wird. 

Bei der grogen Mannigf~ltigkeit der ffir die Funktion P (x) er- 
fahrungsgem~B in Frage kommenden Formen ist es wohl schon yon 
vornherein ziemlich aussichtslos, einen ftir das ganze Intervall  0 -<- x --< 1 
brauchbaren analytischen Ausdruek ftir P (x) zu finden, flit den man 
die G1. (1) und (1') elementar integrieren k6nnte. Eine Ausnahrne bildet 
aber der M a ~ y u l e s s c h e  Ansatz, bei dem sieh bekanntlich t iberhaupt 
jede Integrat ion eriibrigt, was gewiB einen groBen Vorzug desselben 
bedeutet. Ob er aueh den anderen, bier nieht in Frage stehenden 
Forderungen gentigt - -  auch bei Verwendung mehrerer Parameter  - - ,  
ist jetzt  nicht zu er6rtern, doeh sei vermerkt,  dab die dureh graphisehe 
Integration gefundenen p (x) und q (x) eine Kontrolle der Zul/~ssigkeit 
dieses Ansatzes ergeben wtirden. 

Will man sieh auf einen derartigen Ansatz fiir P (x) nicht einlassen, 
so ist das graphisehe Verfahren sicher am zweckmfigigsten, zumal da  
P (x) wohl nur setten mit einer nur Bruehteile yon Prozenten betragenden 
Genauigkeit gegeben sein wird. Sehr unangenehm ist dabei das Auf- 
treten des gr~phisch oft nur sehwer bestimmburen P '  (x) in (1); man 
kann aber diesen ~bets tand beseitigen, indem man P ans ta t t  x als un- 
~bh~ngige Ver~inderliche einftihrt, wodurch (1) iibergeht in: 

dp _ p ( P ) . [ 1 - - x ( P ) ]  
d P  p ( P ) - - P . X ( P )  " (2} 

Bei azeotropen Systemen - -  die Koordinaten des azeotropen Punktes  
seien mit  x+ und p+ bezeiehnet - -  ist wegen P + ' =  0 Mlerdings die 
zur Existenz der Umkehrfunktion x (P) yon P (x) erforderliche Mono- 
toniebedingung nicht erfiillt, wir werden aber sparer sehen, dub dies 
pmktiseh nicht ins Gewicht f~llt. 

I I .  Die erste Schwierigkeit, auf die man zu Beginn des Integrations- 
geseh~ftes st6Bt, besteht darin, dab p '  (0) bzw. q' (1) wegen p (0)-~ 
= q ( 1 ) =  0 in der unbest immten Form 0 : 0  erscheinen, und ebenso 
verhfilt es sieh such mit  p ' (1 )  und q'(0), da ja p ( 1 ) = P ( 1 )  und 
q ( 0 ) =  P (0) werden sollen. Dureh die Punkte  x = p  = 0 einerseits, 
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x = 1, q = 0 anderseits geht  aber sehon die sieherlieh vorhandene 
~riviale In tegra lknrve  p (x) ~ 0, bzw. q (x) -~_ 0, wghrend dutch x = 1, 
p = P (1) einerseits, x = 0, q = P (0) anderseits schon die Integral-  
kurven  p = P (z), bzw. q = P (x). gehen. Der  den Existenz- and  Ein- 
deutigkei tss~tzen ftir Differentialgleiehungen widerspreehenden Forderung,  
dab dureh x = p = 0 auBer der trivialen In tegra lkurve  p (x) ~ 0 noeh 
die  gesuehte Par t ia ldruekkurve  p (x) gehen und iiberdies noeh in den 
P n n k t  x = 1, p = P (1) einmfinden soll, du tch  den sehon die Integral-  
kurve  /9 = P (x) geht, kann  hier nu t  deswegen entsproehen werden, 
well in den genannten Punk ten  die fiir die erw~hnten Sgtze notwendigen 
Voraussetzungen nieht  erftillt sind. Diese Punk te  heigen daher singulgre 
Stellen der G1. (1), und zwar /este, well sie dureh die Gleiehung selber 
:sehon bes t immt  sind. Wir  werden sehen, dab die dutch sie gehenden 
In tegrMkurven  dort  durehaus nieht  immer ein besonderes Verhalten 
aufweisen miissen, dagegen kann  es vorkommen,  dab unendlieh viele 
In tegra lkurven  dutch  sie gehen. In  diesem Falle heigt  die singul~tre 
Stelle ein Knoten, im anderen, wo nur  zwei IntegrMkurven dureh sie 
gehen, ein Sattel. 

Obwohl -d ie  gesuehte Par t ia ldruekkurve  keine vertikale Tangente  
haben k~nn, ist es doch zweckm~.g~g, auch solehe In tegra lkurven  zu 
betraehten,  die die Kurve  u mit  der Gleiehung: p = x-  P (x) schneiden. 
Sind x, p die Koordinaten  eines solehen Sehni t tpunktes  und ist 
P '  (x)4= 0, dann  mug  die dutch ihn gehende In tegra lkurve  dort  eine 
vert ikale  Tangente  haben. Wenn  aber x = x + und P '  (x+) = p + '  = 0, 
wenn also das System a zeotrop ist, dann erscheint [ (x, p) wieder in der 
}Porto 0 : 0 .  Der azeotrope P u n k t :  x = x  +, p = p + =  x + ' P ( x + ) =  
= x +. P+  ist also ebenfalls ein fester singulgrer P u n k t  der G1. (1), in 

dessen Umgebung  sieh aber die In tegra lkurven  aueh noeh auf eine 
andere  Ms einer der bereits erwahnten Arten verhMten kSnnen. Wenn  
P' (x) in 0 < x < 1 bei x = x + sein Vorzeichen weehselt, dann wird 
unser Normalbereich dureh die u -Kurve  und  die Gerade x ~ x + in vier 
Teilbereiehe zerlegt, so dab in zwei einander benaehb~rten / (x ,  p) ent- 
gegengesetztes Vorzeichen hat,  also alle darin verlaufenden Integral-  
kurven  entweder steigen oder fallen. 

I I I .  U m  das Verhalten der IntegrMkurven von (1) in der Umgebung  
einer der nun bekannten  singul~ren Stellen zu erkennen, hat  man  naeh- 
.zusehen, was fiir Linienelemente in ihr dureh (I) definiert werden, und 
dies soll nun  fiir jede der drei Stellen auf eine mSgliehst ansehauliehe 
Weise gesehehen. 

a) x = p = 0. Es sei P (x) = P0 -4- P 0 "  x d- . . . .  also in eine Potenz- 
reihe entwiekelbar, yon der wit abet  nur  die ersten zwei Glieder brauehen 
nnd  in der P0" Pa '  4 : 0  sein soll. Da  x und p klein sein sollen, so geniigt 
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es,  wenn wir  im Z/~hler und im Nenner  yon [ ( x ,  p )  nur  die l inearen Glieder  

~ngeben  : 

Po '"  P ~ +  . . .  
d p  P o "  P + . . .  x 

d x  P - -  Po  " x + . . . P Po  + . . .  
gC 

wo die n ich t  angesehr iebenen Glieder  mi t  x --~ 0 und p --~ 0 verschwinden .  

I-Ifilt m a n  dabe i  p~ = ~ ~: P0 fest, so wi rd :  x 

l im d p  _ P o "  Cr 
~ - ~ o  d x  a - -  P o 
p -----> O 

W e n n  abe t  p die Ordina te  einer  I n t eg ra lku rve  sein soil, dann  mu~ j a :  

l i m  p - -  0 _ p ,  P o '  " o, 
~ ,~o  x - - O  (0) = ~ - -  ~ - - P o  

werden ,  oder  : 

~ - -  oc" (Po + P o ' )  = 0 .  

(W~re  c~ = Po, so wtirde lira p '  =- c~, also :~ ~ und  k o m m t  daher  n ieh t  
x - - - ~  0 

in  Frage. )  Die Wurze ln  dieser Gleichung s ind s te ts  reell, a n d  zwar ent .  
sp r ich t  dem ~ = 0 das  t r iv ia le  In t eg ra l  p ( x ) ~  0, w/ihrend sieh aus  
d e r  anderen  - -  n~imlieh aus :  p '  (0) =- Po -f- Po'  - -  die b e k a n n t e  Kon-  
~ t ruk t ion  der  Tangen te  an  die  p - K u r v e  bei  x = 0 ergibt  3. Die n/there 
Un te r suchung ,  die auch den bier  ausgesehlossenen Fa l l  Po'  = 0 umfassen 
wird ,  zeigt  ferner, dab  der  P u n k t  x = p = 0 ein S a t t e l  ist,  wenn Po'  > 0, 
dagegen  ein K n o t e n ,  wenn P o ' <  0. Man wird daher  nur  bei  P o ' >  0 
d i e  I n t e g r a t i o n  in x = 0 beginnen,  denn  bei  Po'  < 0 wiirde schon die 
ger ings te  Abweichung  yon der  gesuchten  p - K u r v e  be im folgenden Schr i t t  
e inen  noch grSl]eren Feh le r  verurs~ehen.  Die  beiden Abb.  1 nnd  2 zeigen 
deut l ieh ,  wie sich bei  P o ' >  0 alle t ibrigen I n t e g r a l k u r v e n  be im Weg-  
schre i ten  yon  x = 0 an  die gesuchte  p - K u r v e  ansehmiegen,  w~hrend sie 
s ich  bei  P o ' <  0 i m m e r  mehr  yon ihr  entfernen.  D a  p '  ( 0 ) >  0 sein 
mul3, so mul~ P0 > - -  Po'  sein, oder  die Tangente  der  P - K u r v e  in x = 0 
da r f  die x-Achse n ieht  zwischen x = 0 und  x = 1 sehneiden.  

b) x = 1 ; p = P (1) = P r  Es  i s t  zn erwar ten ,  da3  wir  hier  zu ganz 
ana logen  Ergebnissen  gelangen werden wie frfiher, wenn wir  zun~ichst 
de r  bequemeren  Sehreibweise wegen 

x = ~ + l ;  p = y r + P ~  

setzen.  Fe rne r  sei 

P ( ~ ) = P ~  + P l " ~ +  . . . .  

3 A .  H u b e r ,  Eine einfaehe Best immung der H e n r y s e h e n  Konstan ten  
eines binKren Gemisches aus dem totalen Dampfdruck.  Anz. d. 0s terr .  Akad.  
d. Wiss. I I a ,  1950/51. 
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SO dab (1) i ibergeht in :  

d~ ~ P z ' P I " ' ~ +  " . .  
~ - ~ _ _ ( p l + p z ) ~ + z  + . . .  

- - P z ' P z ' + " "  

- -  (Pz + PI') + ~ - +  . . .  

# ,Z' - I 

dP 
Abb. 1. ~ - x  > 0: Sat te l  bei x = 0, 

Knoten  bei x = 1. 

dP 
Abb. 2. ~ - <  0: :Knoten bei x = 0 ,  

Sat te l  bei x = 1. 

wo wieder die nicht  angeschr iebenen Glieder mi t  ~ -* O, ~ --~ 0 verschwin- 
~t 

den. I~Bt  man  da/bei T = ~ lest  bleiben, so wird:  

�9 d ~ r  - -  P 1  " Px' 
hm-~-~ = ~ '  (0) = (P1 + P1) + cr 

L_>O ct~ 
~---> 0 

So]l also ze' (0) = ~ werden, d a n n  muB ~ der Gleichung geniigen:  

~ - -  (P1 + Pz')" ~ + PI"  P I '  = O. 

Ihre  Wurzeln  sind stets reell, u n d  zwar geh6rt o( 1 = P I '  zur t r iv ia len 
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I n t e g r a l k u r v e  p = P (x), wfihrend r = P1 die Tangen ten r i ch t tmg  des 
gesuch ten  p - K u r v e  bei  x = 1 ergibt ,  en t sp rechend  dem Raoultschen 
Gesetz.  F i i h r t  man  die analogen Be t r ach tungen  auch fiir (1') aus, so 
f inder  man,  dub P1 > P I '  sein mug,  d a m i t  q' (1) < 0, also auch in x = 1 
da r f  die Tangen te  der  P - K u r v e  die x-Achse n ich t  zwischen x = 0 und  
x = 1  schneiden.  L~Bt man  wieder  den  Fa l l  P I '  = 0 beiseite,  so zeigt 
sich, da~ der  P u n k t  x = 1, p = P1 ein Sattel ist ,  wenn P I '  < 0, dagegen 
e in  Knoten, wenn -PI' > O, wie aus den  Abb.  1 und  2 zu sehen ist .  - -  

Die bisher igen Ergebnisse  lassen sich kurz  in die folgende, bei  der  
graphischen Integration der  G1. (1) nt i tzl iche Regel zusammenfassen :  

, , In tegr iere  i m m e r  aus einem Sattel heraus und  in einen Knoten hinein ! 
Bei P '  (x) > 0 beginne  mi t  p' (0) = Po -+- Po' in x = 0, bei  P '  (x) < 0 
dagegen  mi t  p '  (1) = P1 in x = 1!" 

c) E t w a s  verwicke l te r  l iegen die  Verhgl tnisse  bei  azeotropen Sys temen,  
d ie  wi t  nun  be t r ach t en  wollen, ohne uns jedoch  auf eine physika, lisehe 
D e u t u n g  der  Ergebnisse  ngher  einzulassen.  Es sei also 0 < x+ < 1 und  
P '  (x +) = P + '  = 0, dann  is t  p (x+) = p+ - -  x+.  p+~, und mi t  den neuen 
Var iabe ln  

= x - -  x+, ~ = p - - p +  

u n d  der  E n t w i c k l u n g  
1 ,, ~ 

P ( ~ ) = P + + ~ ' P +  - + . . .  ( P + . P + " , O )  

erh~l t  man  ffir (1) bei  Besehr~nkung  auf  die l inearen Glieder  in / (x, p) :  

d~ __ P + . P + " . x + . ( 1 - - x + ) . ~ +  . . .  m + . . .  
d~ ~ z - - P + .  ~ q - . . .  - -  

$ P+ + �9 . . 

�9 7 g  

Sel l  also n4eder ffir h m ~ -  ---- a aueh lira ~ '  ($) ---- ~ werden,  so mul~ 
~--~0 r ~ --~0 
x~--~ 0 

d e r  folgenden Gle ichung genfigen:  

a 2 -  P + -  ~ - -  m = 0, 

f l i t  deren D i sk r iminan t e  zJ sich e rg ib t :  

4 A  = P + .  [P+ + 4 .  x +- ( 1 - -  x+) .  p + " ] .  

I h r e  Wurze ln  s ind daher  
1 

~1 2 = ~ ' ( P +  =~ V~),  
also : 

1. ]complex, wenn A < 0, also wenn 

,, - -  P +  
P +  < 4 x + "  ( 1 - -  x+)' (3) 

H. Nowotny und A. F. Orlicek, ~M_h. Chem�9 81, 793 (1950). 
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also wenn die P-Kurve im azeotropen Punkt  A ein Maximum besitzt. 
P+ 

und der Betrag ihrer Kriimmung dort den Weft 4 x e .  ( l - - x+ )  i~ber, 

schreitet. Es geht sodann keine einzige Integralkurve dutch A (x+, p+} 
hindurch, sondern alle, auch die durch x ----- p ~- 0 und x = 1, p = P1 
gehenden, winden sich nach der Art logarithmischer Spiralen unendlich 
oft um ihn herum, er ist also ein asymptotischer Punkt  derselben und 
heifit hier ein Strudelpunkt (Abb. 3). D~ wegen P+ '  ~ 0 und P+"  < 0' 

offenbar P0' > 0  und 
PI '  < 0, so sind die- 
Punkte x = p = 0  und 
x -~ l, ]9 ~-- P1 S~ttel,. 

- -  ~ die gesuchte p-Kurve 
kann daher yon ihnen aus, 
konstruiert werden. Ob 

fa also A ein Strudelpunkt 
ist oder nicht, h~ngt 
nicht nur yon der Ge- 
stalt der P-Kurve bei~ 
x ~ x + ab, sondern auch 

i yon ihrer Lage, d~ die 

gebenem P+ dureh Ver- 
sehiebung der P-Kurve  
in tl~iehtung der positiven 
p-Achse, also dutch Ver- 

.~ z,. gr6~erung yon P+ schliel~- 
Abb. 3. Der azeotrope P u n k t  i s t  S t rude lpunk t ;  
nu t  bei x ~ 0 und  bei x 1 realisierbarer Fall .  lich nicht  mehr  erffillt, 

sein wird. 

2. Ist  aber 
- -  P +  

�9 < P + " <  O, 
4 x +  �9 ( 1  - -  x + )  

dann wird 0 < A < und daher 0 < ~2 < ~1, so dal~ alle Integr~l- 

kurven steigend dureh A gehen. Eine ausftihrliehere Betraehtung zeigg, 
d~g A sodann ein Knoten ist und dag die unendlieh vielen IntegrMkurven 
dutch A dort die steilere Tangente beriihren, w~hrend nur eine einzige 
die Tangente mit dem Anstieg ~x 2 berfihrt. Ihr Verlauf ist fiir das Ver- 
halten des Systems eharakteristiseh und wir wollen sie daher besonders 
mit v bezeiehnen. Die Abb. 4a zeigt den Fall mit~ den einfaehsten Ver- 
hS~ltnissen, wo die v-Kurve die u-Kurve nur in A allein schneider und 
daher nirgends eine vertikale Tangente hat. Man sieht leieht ein, dal?~ 
dann aueh die gesuehte p-Kurve dutch x = p = 0 die u-Kurve nur in A 
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noeh schneiden und daher ebenfalls keine vertikale Tangente haben 
kann. 

Wenn jedoeh ffir 0 --< x _< x' < x + die P-Knrve so steil ansteigt, 
daft die v-Kurve den linken Rand x = 0 nieht mehr erreieht, dann muff. 
sie die u-Kurve zwisehen x ~ 0 und x = x' mit vertikMer und sodann 
den reehten R.and x = 1 mit horizontaler Tangente sehneiden. Die 
gesuehte p-Kurve Pl n~hert sieh dann dem Punkte A yon reehts oben 
her, hat ~lso eine horizontale und eine vertikale Tangente und in A 
eine nach links tmten geriehtete Spitze. Denkt man sieh den Streifen. 

f 

0 ,~'~' # x '  ,z+ x" ~ "  
lY c~ C 

Abb. 4. I)er azeo~rope Punkb i s t  ein ]Knoten; tier Fa l l  a i s t  realisierbar f i ir  0 ~ ~_--< 1, 
die FNle b u n d c  aber nu t  bei x ~ 0 und  bei x ~ 1. 

0--< x--< x' der Abb. 4a dureh den linken Teil b ersetzt, dann sieh~ 
man deutlich, wie sieh die Integralkurven in dem Intervall 0 ~ x ~ x'  
gndern, wenn man die P-Kurve ffir 0 ~ x --< x' mit dem steileren Bogen P1 
vertauseht. 

Etwas anders verMlt sich die v-Kurve, wenn der ab,teigende Ast 
der P-Kurve yon x = x" > x+ an durch einen steiler fallenden Bogen Pz 
ersetzt wird. DenkC man sich diese Verformung der P-Kurve stetig 
vet  sieh gehend, dann ha herr sieh der Endlaunkt V 1 der v-Kurve zungehs t 
dem reehten Endpunkt  der P-Xurve, und wenn sie zusammenfallen, 
dann kann der yon A naeh V 1 laufende Bogen der v-Kurve als ein Teil 
der gesneh~en p-Kurve betrachtet werden. Diese hat also dann in A 
einen Knick, wenn nioht aueh der Bogen der v-Kurve fiir 0 --< x ~ x+ 
durch den Ursprung geht, so dab die ganze v-Xurve die gesuehte p-Kurve 
darstellt. Dies ist also wohl ein gnBerst seltener Fail, und nut fiir ihn 
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wfirde die von H. Nowotny und A. lv. Orlicek 4 gew/~hlte Tangentenrich- 
~ung zutreffen. 

L~Bt man den rechten Endpunkt  der P -Kurve  noch welter herab- 
gleiten, dann schneider die v-Kurve mit  vertikaler Tangente die u-Kurve 
und li~uft hernaeh knapp unterhalb der P -Kurve  bis zum ]inken Rand 
x----0 zuriick. Man sieht dies leicht, wenn man in der Abb. 4a  den 
Streifen x" _< x ~< 1 dutch den reehts davon befindlichen T~il c ersetzt. 
Die gesuchte p-Kurve  hat  also dann in A eine naeh rechts oben gerichtete 
Spitze und ihr yon A gegen x ~ 1 laufender Bogen P2 eine vertikale 
und eine horizontale Tangente. 

Wird schlieBlich die P-Kurve  ffir 0 --< x <--- x' dutch P1 und zugleich 
ffir x" _< x --< ] dutch P2 ersetzt, dann hat  die gesuehte p-Kurve in A 
einen Wendepunkt  und je zwei horizontale und vertikale Tangenten. 
Es ist klar, dab in alien F/~llen, wo die p-Kurve dutch x ~ p ----- 0, bzw. 
dutch x = 1, p ---- P (1) eine horizontale Tangente hat, ebenso wie vorher 
beim Strudelpunkt nur Gin Teilbogen yon ihr realisierbar sein wird, 
so dal~ also der mittlere Tell der P -Kurve  dann gar nicht die angenommene 
Form haben kann. 

Xhnliche Verh~ltnisse trifft man im Falle A ----0 an, wo die beiden 
Linienelemente in A zusammenfallen, also die v-Kurve tinter den fibrigen 
Integralkurven nicht mehr ausgezeichnet ist. 

Wenn m =  P + . P + " . x  + . ( 1 - x  +) = 0 ,  dann ist a n---0,  die 
v-Kurve hat  ~lso in A eine horizontale Tangente, und nach den obigen 
Betrachtungen wird dann am ehesten mit  einer in ihrem ganzen Verlauf 
realisierten Part ialdruckkurve zu reehnen sein. Eine genauere Analyse 
dieses Falles, der dutch P+"  ~ 0, aber auch dutch x + = 0 oder x+ = 1 
herbeigefiihrt werden kann, soll in dem eingangs erw~hnten Aufsatz 
gegeben werden. 

1 
3. Nun sei P + "  > 0, also z] > -~.  P+2 und daher ~1 > P+, % < 0. 

Es kommt  somit nur t9r 1 fur die Tangente des durch A gehenden p-Kurve  
in Frage, die somit s~eiler ist als die u-Kurve in A mit  dem Anstieg P+. 
Eine ni~here Untersuehung lehrt, dab zu jeder der durch a l  und r be- 
s t immten Tangenten nur eine Integralkurve geh6rt; A ist also ein Sattel, 
wi~hrend wegen P 0 ' <  0 und P I ' >  0 die Punkte  x = p--~ 0 und 
x = 1, p = P1 Knoten sind. Mit der graphischen Integrat ion der G1. (1) 
runs man also hier in A beginnen, und zwar nach links bzw. rechts yon 
einem in der 2q~he des Punktes A ein wenig unter- bzw. oberhalb der 
u-Kurve liegenden Punkte  aus. Wie die Abb. 5 zeigt, werden sich kleine 
Fehler beim ~ortschreiten in den angegebenen Integrationsrichtungen 
yon selber aufheben, da nach den Knoten hin alle fibrigen Integral- 
kurven sich sehr rasch der gesuchten p-Kurve n~thern. 

d) Ffir die G1. (2) ist sofort zu sehen, dab nur die Punkte  P = P0, 
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p = 0 und P = p = P1 singu]gre Stellen im obigen Sinne sind, wghrend 
in dem dem Wer t  P = P +  f{ir Azeotrope entsprechenden P u n k t  nur  
dp 
d P  - - o o  wird. Ferner ist n icht  nur  wieder p == 0, sondern auch die 

Gerade p = P eine triviale Inte-  
gralkurve,  die dureh den uns bier 
nieht  interessierenden singuli~ren 
P u n k t  P = p = 0 geht, aber auch 
dureh den bereits bekannten P = 
= P = P1- Da  in den erwghnten 
Fgllen aueh ftir die unabhgngig  
Vergnderliehe P der Charakter  der 
singulfiren Stellen derselbe b le ib t  
wie vorher, so folgt aus 

_d 2 = d ~ .  a !  = v '  
d P  dx d P  P" 

fiir die Tangentenr iehtungen der 
gesuchten p -Kurve  in ihren End-  
punkten  : 

dp p = Po ~ -  1 ~- Po . 
d P  Pu' ' 

dp ] P1 
d P  ' - -  (4) 

!p = P1 P ~ "  

Ffir die graphisehe Darstel lung 
empfiehlt es sieh, das M a x i m u m  

yon P (x) als Druclceinheit zu wfi.h- 
len, so dab alle in Betraeht  kom- 
menden Kurven  im Einhei tsquadra t  
liegen. Bei azeotropen Systemen o x~ 7 

I l ln[~ l l l a n  sich dabei die P-Aehse Abb. 5. Der azeotrope Punkt ist ein 8attel; 

z u m  Tell doppelt iiberdeckt v o r -  far 0 ~ ~r ~ 1 realisierbarer Fall. 

stellen, da  x (P) ja in diesem l%lle 
ebenso wie aueh p (P) keine eindeutigen Funkt ionen sind. Diesem Um- 
stande kSnnte man auch so g e c h n u n g  tragen, dal3 man die zu x > x+ 
gehSrigen P-Wer te  yon P = 1 an abnehmend naeh reeht8 hin abtr~gt,  
doeh fiihrt dies zu Unbequemliehkei ten bei der noeh zu erwghnenden 
graphischen Integra t ion der Gt. (2). 

IV. Die fiir die G1. (1) und (2) wohl zweckmfigigste Methode, um zu 
j edem regulgren P u n k t  das ibm zugeordnete Linienelement zu konstruieren, 
dfirfte die yon H.  Heinr ich  5 angegebene sein, wozu man (1) und  (2) 
auf die folgenden Formen br ingt :  

5 Siehe z. B.  E .  Kamke ,  Differentialgleiehungen. LSstmgsmethoden und 
~Ionatshefte far Chemie. Bd. 82/3. 33 
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( 1 - -  x). P '  (x) 1 - -  x (P) 

dp __ x . P ( x )  bzw. d/p __ P ' x ( P )  
d ~  - -  1 1 ' d P  1 1 " 

x " P (x) p P " x ( P )  p 

Besonders  be i  Azeot ropen  muB m a n  die dadurch  bes t immten ,  naeh  x 
bzw. nach  P beziffer ten Funk t ions l e i t e rn  in zwei bis drei  MaBstaben,  
e twa  m i t  den  E inhe i t en  1 cm, 10 cm und  100 cm entwerfen,  um in de r  
N~he yon x + bzw. yon P +  die R ieh tungen  der  Lin iene lemente  hinla.nglieh 
genau  ablesen zu kSnnen.  Das Heinrichsche Verfahren ha t  den besonderen  
Vorzug, d a b  man  jenen Bereieh,  in dem die I n t e g r a l k u r v e n  ver laufen,  
yon Kons t ruk t ions l in i en  f re iha l ten  kann,  doch di i r f te  sich die ffir das  
Zeiehnen der  k r u m m e n  Funk t ions l e i t e r  erforderl iche Arbe i t  nur  dann  
lohnen, wenn m a n  mehrere  In t eg ra lku rven  haben  will. H a t  m a n  es abe r  
nur  auf  eine einzige p - K u r v e  abgesehen,  dann  dfirf ten die im folgenden 
besehr iebenen Methoden  zweckm/~Biger sein. 

Die F o r m  
dp 
dx (1 - -  x) �9 P '  (x) 
p p - - x "  P ( x )  

der  G1. (1) l iefert  sofort  die folgende K o n s t r u k t i o n  des zu einem regul~ren 
P u n k t  M (x~ p) gehSrigen Liniene]ementes .  Die Hor izonta le  dureh  den 
fiber M l iegenden P u n k t  N der  P - K u r v e  sehneide x = ] in Q (Abb. 6) 
und  (OQ) die Ver t ika le  durch  M in R, dann  i s t :  S R : O S  :-  V Q : O V  

oder S R  = x .  P ( x ) ,  und  daher  aueh dem Vorzeichen nach :  R M  :-  

= p -  x . P .  Schneider  die Tangen te  der  P - K u r v e  in N die Gerade  
x = 1 in T und  is t  U der  S c h n i t t p u n k t  yon (M T) mi t  (OQ) und  W der  
yon  (US)  m i t  x = l ,  dann  ist  zun~ehst :  Q T  : - ( l - - x ) - P '  (x) und  
daher  

dp 
Q T W T  dx 
R M  S M  p 

I s t  noeh OZ = V W, dann  is t  das  gesuchte  L in iene lement  dureh  M 
para l le l  zu ( Z T ) .  Ff ihr t  man  diese K o n s t r u k t i o n  auf Mi l l imeterpapie r  
aus, dann  br~ucht  man  nu r  (OQ) wirk]ieh zeiehnen und  die angegebenen 
P u n k t e  bloB markieren .  Der  P u n k t  R beschre ib t  dabei ,  wenn 0 ~< x _< 1, 
die  K u r v e  u, die m a n  somit  aus der  P - K u r v e  le ieht  kons t ru ie ren  kann.  

Noeh einfaeher  wird  die analoge K o n s t r u k t i o n  ffir die G1. (2): 

dp 
dP 1 - -  x (P) 
p p - - p .  x ( P ) '  

L6sungen, I. Bd, 3. Aufl., S. 156, 160, Leipzig 1944, wo auch die Original- 
arbei ten angegeben sind. 
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da man insbesondere hier die Tangente  an die x-Kurve nicht  zu zeiehnen 
hat.  Der P u n k t  R und damit  R M  = p - - P . x  (P) ergeben sich wie 
vorher (Abb. 7). Sehneiden sieh (OQ) und (M V) in U und (US) und 
P = I  in W, dann  ist :  

W g Q V also W V  dp, 
~ M - -  R M ' = - ~ T  

und somit das gesuehte Linienelement in M parallel (Z V). Auch bier 
hat  man  bei Benii tzung yon Millimeterpapier nu t  (OQ) wirklich zu 
zeichnen. 

~ J X .  7 

Abb. 6. Graphische Integration im x, p-Dia- Abb. 7. Graphiscbe Integn'ation im P, ~-Dia- 
gramm, gramm. 

\ r 

i // 

0 I -  

Die durch den P u n k t  P =- P0, P -~ 0 gehende p-Kurve,  die naeh (4) 
bei Po' > 0 yon film aus konstrnier t  werden kann,  zeigt zu Beginn einen 
nahezu geradlinigen Verlauf, so da.B sic leieht gezeichnet werden kann~ 
Bei azeotropen Systemen besteht  sic aus zwei ebenfMls nu t  wenig ge- 
kriimmten Bogenstiieken, die im Punk te  P = 1, x = x + fast mit  einem 
Knick  ~neinanderstogen. Die zeiehnerisehe Bes t immung yon p ( P )  
wird nattirlieh dort  am unsiehersten, wo sieh P (x) nu t  wenig ~indert, 
also bei x ~-~ x +, abet  gerade dort  ist p (9:) leieht zu zeiehnen, sobald 
man P+" kennt,  wozu man  sieh versehiedener Hilfsmittel  bedienen 
kann ~. Der  Uberggng yon p (x) zu /9 (P) oder umgekehr~ kann  bei ge- 
gebenem P (x) oder x (P) graphiseh durehgefiihrt  werden, wobei man  

6 Vgl. z. B. W. Meyer zur Capellen, Z~athematisehe Instrttmente, S. 152ff~ 
33*- 
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abet  bei Azeotropen auf die Zuordnung der einzelnen monotonen Teil- 
stiicke yon P (x) u n d p  (x) bzw. yon x (P) und p (P) wohl zu achten 
hat. Wenn die Fehlerschranke ffir P (x) geniigend klein ist und somit 
der Wunsch naeh einer grSfieren als dutch graphische Verfahren erreich- 
baren Genauigkeit fiir p (x) sinnvoll erscheint, kann man eine gezeiehnete 
p-Kurve  dnrch I terat ion numerisch verbessern 7, es sollte aber volher 
i iberhanpt einmal untersucht werden, wie sich die Fehler yon P (x) 
auf die Genauigkeit yon p (x) auswirken. 

Leipzig. 1941.--Fr .  A. Willers, Mathematische Instrumente, S. 88f. Mti~chen 
und Berlin. 1943. 
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